ãòìâ éôã

äøåèœèéëøà éãéîìúì äœéèîúîá úåîéùø

http://www.math.technion.ac.il/~rl/Gilead

ìàøä éáö 1999 øáîöãá 24

äùãœä

åîåéá åîìåòì òúôì êìäù ,íéøò éåðáå äøåèœèéëøàì äèìåœôá ’à ñøåœ èðãåèñ ,ãòìâ áåäàä éðá ìù åøëæì íéùãœåî äìà íéôã ìù äœìç úåãåà ìò ãòìâ íò úåáø úåçéùî éúåðåøëæá éúøæòð íúðëäá .ãáìá 19 ïá àåäå å"ðùú áéáàä øèñîñ ìù ïåøçàä éúåœú .èøôá – ãîì àì ïéãòù – "äøåèœèéëøà éãéîìúì äœéèîúîá íéœøô" úåãåà ìòå ììëá úåðîàä éãåîìá äœéèîúîä íúøéöéá åâôñéù äîî èòî áìùì åìéëùéå íäá åðéòé ,úåàáä íéðùá íéèðãåèñäå ,æ"ðùú úðùá ’á ñøåœ éãéîìú ,åéøáç éë àéä .úéúåðîàä

íéðéðò ïëåú

4 ?íéôøâä úøåú éäî 1 6 íéðåîéñå úåøãâä 2 9 úåéëøò 3 11 íéöò 4 13 úåéøåùéî úåôî 5 15 øìéåà úçñåð 6 17 éðèéåå èôùîå éœñáåèøåœ èôùî 7

íéøåéà úîéùø

4 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . éìéôåøô-åæéà ìäåëå éìéôåøô ìäåë 1.1 5 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . äùéâ óøâ 1.2 6 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . óøâéèìåî 2.1 7 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . íéîìù íéôøâ 2.2 7 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . íéîìù íééããö-åã íéôøâ 2.3 7 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . íéìâòî 2.4 8 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . úåìéñî 2.5 9 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . íééáåœ íéôøâ 3.1 11 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . õò 4.1 13 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . úéøåùéî äôî 5.1 16 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . úåéðåèìôàä úåôîä ùîç 6.1 17 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . äôîá òåöœî ìù õååéë 7.1 18 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . íééøåùéî-àì íéôøâ 7.2 18 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . œåúéð úåöåáœ 7.3 19 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . úåðåù úåôî – íéååù íéôøâ 7.4

1 œøô

?íéôøâä úøåú éäî

.íééììë íéåœá åúåà úøàúîä ,äöéœñ úåòöîàá íéîãœåîä íéáìùá åàèáî ,íéåñî ïåéòø çåúô ìò åãáåòá ,ìëéøãà åà ïîà íéùòð úåéååæå êøåà ,äðåëð äáéèœôñøôá íéàøð íéîöòä :äðáî øúåéå øúåé çúôîä óéñåî úøúåé úîãœúî äãåáòäù ìëë .äéøèîåàâä ìù íéâåñá ,äœéèîúîá íâ òéôåî äæ çååè .’åëå ,øúåé íéøãâåî :íéòáåøî ìù íéðåù íéâåñ ïéá ,ìùîì ,ïéçáäì åðì øùôàî äæ .íéøãâåî íéìãâ íéòèœìå úåéååæì ùé ,úéãéìœåàä äéøèîåàâá œø äðçáäì úåðúð úåøåöå ,úåòîùî ïéà úåéøèî úåãéîì äá ,úéáéèœéåøô äéøèîåàâ íâ ùé ,íìåà .’åëå úéìéáœî ,ïáìî ,òåáéø úåéäì ìåëé òåáø ìù åìéö :íéòáåøî ìù íéðåù íéâåñ ïéá ïéçáäì ïéà äæ äøœîá .ïäùìë úåãåœðî ïäéìèéä åðéäã ,"ïäéììö" éôì ,çéëåäì íâ ïáåîëå ,çñðì øùôà úàæ úåøîì !úéôåñ äãåœðá àåä øåàä øåœî íà "éììë òáåøî" åìéôà åà ,úéìéáœî ,ïáìî íâ êøã íéøùé ìù íøáòî) úåéèðøåœðåœ ,(ãçà øùé ìò úåãåœð ìù ïúåàöîä) úåéøàðéìåœ åîë íéâùåîì œø íéñçéúîù íéèôùî ìù úåîéàúîä úåòìöä éëùîä :"âøàæ’ã èôùî" àåä ,úéøåàéúä äéøèîåàâä ãåîìî øëåî éìåàù ,äæë èôùî .’åëå (úçà äãåœð íéëúçð (íééèðøåœðåœ íéøùé äùìù ìò íéàöîð íéîéàúîä íäéãåœãåœù íéùìåùî ,åðééäã) éáéèœôñøô áöîá íéùìåùî éðù .úåéøàðéìåœ úåãåœð ùåìùá íäìù éååúì åà íéååœä ìù íúøåöì úåáéùç ìë ïéà äá ,"íéååœå úåãåœð ìù äéøèîåàéâ" àéä ,ïàë ïåãð äá ,íéôøâä úøåú ("éìœéö") éøåæçî øåãéñ øùàî øúåé àì äéäé ,ìùîì ,òáåøî .ïðéà åìàå åæì åæ úåøåùœ úåãåœð åìéà äìàùì œø úåòîùî ùé ß .(äðåùàøì ïáåîë úéòéáøäå) äéøçà äàáì äøåùœ äãåœð ìëù êë ,úåãåœð òáøà ìù éèœøèñáà ìãåî úúì äàá ,úåøçà úåáø úåéèîúî úåøåú ìù äøœîá åîëå ,íéàœéèîúî éãé ìò äçúåô íéôøâä úøåú úåáåëøú ìù éôøâ øåàúì íéàúî ìãåî ùôç (Arthur Cayley, 1821–95) éìééœ øåúøà éàœéèîúîä .úåëåáñ úåéòáè úåòôåúì íéáéëøä ïéá íéðåù íéøùœ íò êà áëøä åúåà úåìòá úåðåù úåáåëøú éúù ùé .C_3H_7OH éìéôåøôä ìäåëä ìùîì åîë ,úåéîéë .(1.1 øåéà äàø ,"íéøîåæéà") .íééîéë íéøùœ íéååœäå (íéìœéãø ,íéîåèà) íéáéëø úåâöéî úåãåœðä ,ïàë úåøùôà íéâöéî íéååœå äøéãá úåðåù úåãéçé úåâöéî úåãåœð øùàá ,íéôøâä úøåúî íéìãåîá íéùîúùî äøåèœèéëøàá íâ .(1.2 øåéà äàø) ìùîì ,äùéâ ?íééøùôà-éúìá åìà ?åðëúé íéôøâ åìà :ì"ðä éìîéðéîä äðáîä êåúî àéöåäì ïúð úåðœñî åìà úåàøì äñðî íéôøâä úøåú ?úåðåúð úåùéøã éôì óøâ úåðáì ïúð êéà

H

H

H H

H

H H

C C C

OH

H

H

H H

H H

C C C

H

OH

éìéôåøô-åæéà ìäåëå éìéôåøô ìäåë :1.1 øåéà äðù øãç äñéðë øãç íéøåâî øãç ìëåà øãç çáèî

D K B H L äùéâ óøâ :1.2 øåéà

2 œøô

íéðåîéñå úåøãâä

,úåúùœ ìù äöåáœ E éäú .(vertex ìù íéáøä úøåö – vertices – úéìâðàá) íéãåœãåœ äðàøœúù ,úåãåœð ìù äöåáœ V éäú íéãåœãåœ éðù E-î òåöœî ìëì íéàúîä ììë íò ,äìàë úåöåáœ ìù (V, E) âåæ àåä G óøâéèìåî .(edges) úåòåöœî äðàøœúù (úåçôì ãçà) E-î òåöœî ùéù V -î íéãåœãåœ éðù .äìà íéãåœãåœ øùåœ òåöœîäù íâ íéøîåà .åéúååöœ íéàøœðù ,V -î .G = (V, E) ïîñì íéâäåð .íéðëù íéàøœð íúåà øùåœä .E = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7} -å V = {a, b, c, d, e, f, g} øùàë ,G = (V, E) óøâéèìåîä ,(2.1 øåéà äàø) äîâåãì 5 .b-å a úà øùåœ 4 -å d -å b úà øùåœ 3 .íéìåôë úåòåöœî íä äìà .E -å A íéãåœãåœä úà íéøùåœ 2-å 1 úåòåöœîä àåä ,òåöœî íåùì äöœ åðéàù ,f ãåœãåœä .g -ì c úà øùåœ 6 òåöœîä ,óåñáì .äàìåì àøœð äæë òåöœî .åîöòì b úà øùåœ .ããåáî ãåœãåœ äøåöá óøâéèìåîä úà øàúì ïúð ,úåòåöœîä úøåöì åà íéãåœãåœä íåœîì úåáéùç ìë ïéàù äãáåòä úà ùéâãäì éãë íò ,íéøôñî ìù éòåáéø êøòî :úåðëùä úöéøèî àéä åæë äøåö .åéãåœãåœ ïéá úåðëùä éñçé úà úàèáîä ,äøåäè úéøôñî äîéàúî äîåã äøåöá .ïåúðä øãñá ,íéãåœãåœä ãçàì äîéàúî ,äèîì äìòîìî ,äøåù ìë .íéãåœãåœä øôñîë úåãåîòå úåøåù úà íéøùåœä úåòåöœîä øôñî àåä j-ä äãåîòáå i-ä äøåùá òéôåîä øôñîä ,åæë äîàúäá .ïéîéì ìàîùî ,äãåîò ìë íâ .2.1 øåéàáù G óøâéèìåîä ìù úåðëùä úöéøèî äðä ,ìùîì .j-ä ãåœãåœì i-ä ãåœãåœä

G =

0 1 0 0 2 0 0 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 1 0 0 0 0 0 2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0

äøåùá íâ òéôåî øôñî åúåà .e-ì a úà íéøùåœä úåòåöœîä éðùì íéàúî ,úéùéîç äãåîò ,äðåùàøä äøåùá 2 øôñîä .íäéúååöœ ïéá ìãáä ïéà åðééäã ,ïååë ïéà úåòåöœîì .a-ì e úà íâ íéøùåœ úåòåöœî íúåà éë ,äðåùàø äãåîò ,úéùéîçä äðéôäî ãøåéù ïåñëìà åúåà ,äöéøèîä ìù éùàøä ïåñëìàä àåä äéøèîéñä øéö .úéøèîéñ àéä äöéøèîä éë íéøîåà åðà ,äéðù äãåîò ,äéðùä äøåùá 1 øôñîä åîë ,äæ ïåñëìà ìò 0-î äðåù øôñî .äðåúçúä úéðîéä äðéôä ìà äðåéìòä úéìàîùä .óøâéèìåîá äàìåì ìù äîåéœ àèáî

a b c

d e f g 1 2 3 4

5 6

óøâéèìåî :2.1 øåéà

K_5

K_4

K_3

K_2

K_1

íéîìù íéôøâ :2.2 øåéà

K_{2,5} K_{1,2} K_{3,3} K_{1,1} íéîìù íééããö-åã íéôøâ :2.3 øåéà

úéèœøèñáà äâöä øùàî øúåé àì àéä äöéøèîä éë ùéâãäì éãë ,G ïåîéñ åúåàá úðîåñî G óøâéèìåîä ìù úåðëùä úöéøèî .óøâéèìåîä ìù éáéúð íò ,äøåáçú úùø ìùîì øàúì ïúéð êë ;òåöœî ìù úååöœä ïéá ïéçáäì ïúð åá ,ïååëî óøâéèìåîá íéðã íéúòì éë øéòð ,êåôää ïååëá äæì çøëäá äååù åðéà b ãåœãåœì (ìùîì) a ãåœãåœ íéøùåœä úåòåöœîä øôñî äæë äøœîá .íééøèéñ ãç äòåðú .íéðååëî íéôøâéèìåîá ïåãð àì åðà .úéøèîéñ äéäú àì äöéøèîä æàå ,a-ì b-î .óøâåãåàñô àøœð íéìåôë úåòåöœî éìá óøâéèìåî .úåàìåì ïéàå íéìåôë úåòåöœî ïéà íäá íéøœîá ïåãð ììë êøãá ,ïë ìò øúé úåðëùä úöéøèî ìù éùàøä ïåñëìàä .óøâ àøœð úåàìåì éìá óøâåãåàñô .ãáìá 1-å 0 íéøôñîäî úáëøåî åìù úåðëùä úöéøèî .ñôàúî åìù ,íéîìù íééããö-åã íéôøâ ,íéîìù íéôøâ :íéôøâä úøåúá áåùç ãéœôú úåàìîîù íéôøâ ìù úåçôùî äîë øéëð œøôä íåéñì .úåìéñîå íéìâòî 2.2 øåéàá .òåöœî éãé ìò íéøåùœ íéðåù íéãåœãåœ éðù ìëù êë ,íéãåœãåœ n íò óøâ àåä ,K_n-á ïîåñî ,n øãñî íìù óøâ .n = 1, 2, 3, 4, 5 øåáò K_n úà íéîéâãî åðà ,ãçåéîá .âåñ ìëî ãçà äöœ ùé òåöœî ìëìù êë ,íéâåñ éðùì åéãåœãåœ úà ïéîì ïúð íà éããö-åã àåä óøâéèìåîù íéøîåà ìëì øåùœ íéðåùàøä m-î ãåœãœ ìëù êë ,íéãåœãåœ m + n íò óøâ àåä ,K_{m,n}-á ïîåñî ,m, n øãñî íìù éããö-åã óøâ íéôøâ íéîéâãî åðà 2.3 øåéàá .íééòáè n-å m ìëì K_{m,n} = K_{n,m} éë øåøá .íéôñåð úåòåöœî åì ïéàå ,íéøçàä n-î ãåœãåœ .íéãçà íéîìù íéããö-åã úåòåöœîä úöåáœ úàå V íéãåœãåœä úöåáœ úà øãñì ïúð íà ,Δ_n-á ïîåñî ,(n êøåàî åà) n øãñî ìâòî àåä óøâéèìåî , . . . , x_3-ì x_2 úà øùåœ e_2 ,x_2-ì x_1 úà øùåœ e_1 ;E = {e_1, e_2, ..., e_n} ;V = {x_1, x_2, ..., x_n} :éìœéö ïôåàá E íéìâòî íéîéâãî åðà 2.4 øåéàá .(x_1, e_1, x_2, e_2, x_3, ..., x_n, e_n, x_1)-á äæ øåãéñ ïîñð ,øåöéœä íùì .x_1-ì x_n úà øùåœ e_n úåòåöœî éðù éãé-ìò íéøåùœä íéãåœãåœ éðù ìòá óøâéèìåî àåä Δ_2-ù ãåòá ,óøâ àåä 2-î ìåãâ n øåáò Δ_n éë øéòð .íéãçà .äàìåìå ãçà ãåœãåœ ìòá óøâéèìåî àåä Δ_1-å ,íéìåôë úöåáœ úàå V åéãåœãåœ úöåáœ úà øãñì ïúðù óøâ àéä ,Π_n-á úðîåñî ,(n − 1 êøåàî åà) n øãñî äìéñî ,óåñáì x_2 úà øùåœ e_2 ,x_2-ì x_1 úà øùåœ e_1 ;E = {e_1, e_2, ..., e_{n−1}} ;V = {x_1, x_2, ..., x_n} :éøàðéì ïôåàá E åéúåòåöœî åðà 2.5 øåéàá .(x_1, e_1, x_2, e_2, x_3, ..., x_{n−1}, e_{n−1}, x_n)-ë íùøé øåãéñä ,øåöéœá.x_n-ì x_{n−1} úà øùåœ e_{n−1} , . . . , x_3-ì .úåãçà úåìéñî íéîéâãî

Δ_4

Δ_3 Δ_5

íéìâòî :2.4 øåéà

Π_1 Π_2 Π_3 Π_4 úåìéñî :2.5 øåéà

3 œøô

úåéëøò

ñçéúð íà .óøâä äîáî ìò úàæë äéöîøåôðéàî ãåîìì ïúð êéàå óøâ ìò óåñàì ïúð úéøôñî äéöîøåôðéà åæéà äàøð äæ œøôá ìãåâ úà íéøéãâî äìà íéøôñî éðù .úåòåöœî äùùå íéãåœãåœ äòáù åì ùé éë áì åðîéùá ìéçúäì ìëåð ,2.1 øåéàáù óøâéèìåîì ,S éäùìë äöåáœ øåáò ,äùòîì .äîàúäá |E|-å |V |-á äìà íéøôñî ïîñð ,G = (V, E) éììë óøâéèìåî øåáò .óøâéèìåîä ìò øúé .íéãåœãåœ n + m ìòá K_{n,m}-å íéãåœãåœ n éìòá íä Π_n-å Δ_n ,K_n ,äîâåãì .äéøáà øôñî úà |S|-á ïîñì íéâäåð .úåòåöœî n − 1 ùé Π_n-ìå úåòåöœî n ùé Δ_n-ì ,úåòåöœî nm ùé K_{n,m}-ì ,úåòåöœî n(n − 1)/2 ùé K_n-ì éë åœãéá ,ïë ìù úåéëøò íùá .åéãåœãåœ ìù úåéëøòä éøôñî óñåàî ,åðééäã ,íéøôñî ìù øçà óñåàî óøâéèìåîä äðáî ìò ãåîìì ìëåð ,úåéëøòì 2 úîøåú äàìåì éë ùéâãð .ρ(x)-á ïîåñî äæ øôñî .òåöœî ìù äöœë x óúúùî åá íéîòôä øôñîì àøœð ,x ãåœãåœ íä g-å d ,c íéãåœãåœä .éëøò-åã àåä e .ùåìù àéä a ìù åúåéëøò .òáøà úåéëøò ìòá àåä b ,2.1 øåéàáù óøâéèìåîáù êë éãé ìò úåðëùä úöéøèî êåúî òåáœì ïúéð úåéëøòä úà .ããåáî åà ,ñôà úåéëøò ìòá àåä f ,óåñáì .íééåìú åà ,íééëøò-ãç .íééîòô øáçì ùé ïåñëìàä øáà úàù åðøëåæá ,ïåãéðä ãåœãåœì äîéàúîä äøåùä éøáà øåáéç úåéëøòî éøìåâø óøâ àåä K_n :êëì úåàîâåã äîë øáë åðéàø .éøìåâø àøœé ρ úåéëøò äúåà éìòá åéãåœãåœ ìëù óøâéèìåî .(ρ = 1) n = 2 åà (ρ = 0) n = 1 ïë íà àìà éøìåâø åðéà Π_n åìéàå ρ = 2 úåéëøòî éøìåâø óøâ àåä Δ_n ,ρ = n − 1 øùò-íéðù êåúî äùìùì äöœë ùîùî äéãåœãåœ äðåîùî ãçà ìëù ,äéáåœá àåä íùä øåœî .éáåœ àøœé éëøò-úìú éøìåâø óøâ .íéãçà íééáåœ íéôøâ íéîéâãî åðà 3.1 øåéàá .äéúåòåöœî áåùçð íà :çëååäì äùœ àì äæ .úåòåöœîä øôñî íééîòô úà ìáœð ,óøâéèìåîá íéãåœãåœä ìë ìù úåéëøòä úà øáçð íà íòô ,íééîòô øôñð òåöœî ìë éë äàøð ,åðîî íéàöåéä úåòåöœîä úøéôñå äæ øçà äæá ãåœãåœ ìëá øåœéáë úåéëøòä øåáéç ìò :äàáä úéèœôîåœä äøåöá åæ äàöåú íåùøð .åéúåöœî ãçà ìëî úçà

,G = (V, E) óøâéèìåî ìëá 3.1 èôùî Σ_{x∈V} ρ(x) = 2|E|

:2.1 øåéàá óøâéèìåîä ìò úàæ íéâãð

ρ(a) + ρ(b) + ρ(c) + ρ(d) + ρ(e) + ρ(f) + ρ(g) =

3 + 4 + 1 + 1 + 2 + 0 + 1 = 12 = 2 × 6 = 2|E|

ïñøèô óøâ |V | = 10 äéáåœ |V | = 8 úùìåùî äøñðî |V | = 6 K_4 |V | = 4 íééáåœ íéôøâ :3.1 øåéà íéøôñî éðù åà íééâåæ íéøôñî éðù íåëñ éë øåëæð .éâåæ øôñî àåä óøâ éãåœãåœ ìù úåéëøòä íåëñ éë äçñåðäî øåøá íéøôñî ìù óñåà íåëñ éë òáåð ïàëî .éâåæ-éà àåä ãçà éâåæ-éà øôñîå ãçà éâåæ øôñî ìù íåëñä åìéàå ,éâåæ àåä íééâåæ-éà :œéñäì ìëåð ïàëî .éâåæ åðéä óñåàá íééâåæ-éàä íéøôñîä øôñî íà œø éâåæ äéäé .éâåæ àåä úéâåæ éà úåéëøò éìòá íéãåœãåœä øôñî ,óøâ ìëá 3.2 èôùî àåä íéøçà íéçøåà ìù éâåæ-éà øôñî íéøéëîä äáéñîá íéçøåàä øôñî :äàáä úéøìåôåôä äøåöá çñðì íâ ïúð åæ äðœñî !éâåæ èøô ,íéøçàä íéçëåðäî äòáøà œåéãá øéëî çøåà ìë äáù äáéñîá íéçøåàä øôñî ìò ãéâäì åìëåú äî 3.1 ìéâøú ?íéçëåðä ìë úà øéëîù çøàîì :ìáœð ,úåéëøò äúåà óøâä éãåœãåœ ìëì íà ,ρ úåéëøò íò éøìåâø óøâéèìåîá 3.3 èôùî ρ|V | = 2|E|

íééáåœ íéôøâ ïéà ,åðéäã .éâåæ úåéäì áééç |V | éë äðœñîì ìéáåîù äî ,3|V | = 2|E| çøëäá íééœúé éáåœ óøâá ,ãçåéîá ìù |E| úåòåöœîä øôñî éë œéñäì íâ ìëåðù ïáåîë .(3.1 øåéàì äååùä) íéãåœãåœ ìù øçà éâåæ éà øôñî ìë åà ,9 ,7 ,5 éìòá .ùåìù ìù äìåôë àåä éáåœ óøâ ìëá ùé íéãåœãåœ äîë íåùéø éãé-ìò åìéçúä ?6 åà 5 ,4 úåéëøòå úåòåöœî 12 íò éøìåâø óøâéèìåî íééœ íàä 3.2 ìéâøú ?äìà íéðåúð ìòá óøâ ùé íéøœî åìàá .äæë óøâéèìåî úåðáì åñð ,úéáåéç äáåùúä íà .äøœî

4 œøô

íéöò

.íéèåùô íéâùåî äîë íéãœäì åðéìò ,õò åäî ïéáäì ìëåðù éãë .íéöò íùá íéàøœðù ,íéôøâ ìù úçà äçôùîá äúò ïðåáúð íà (óøâ àåä G íà G ìù óøâ-úú) G ìù óøâéèìåî-úú àåä G^′ = (V^′, E^′) óøâéèìåî .óøâéèìåî G = (V, E) éäé ìù úååöœä éðù ,ãçåéîá .G ìù úåòåöœîäå íéãåœãåœäî äîëî áëøåîä óøâéèìåî àåä G^′ íà ,øîåìë ,E^′ ⊆ E-å V^′ ⊆ V .V^′-á íä E^′-á úåòåöœîä éðù ìë íà .íéðåù íéëøåàî Δ_n íéìâòî åà Π_n úåìéñî ìùîì íäéðéáå ,íéáø íéôøâéèìåî-úú ùé ïåúð óøâéèìåîì ïáåîë ."úçà äëéúçî áëøåî" óøâä ,úåøçà íéìéîá .øéùœ óøâä éë øîàð ,äìéñî éãé-ìò øåùéœì íéðúéð óøâá íéãåœãåœ

.K_{n,m}-å K_n íéôøâá øúåéá êåøàä ìâòîä úàå øúåéá øöœä ìâòîä úà åàöî 4.1 ìéâøú

.éâåæ êøåàî íä åá íéìâòîä ìë íà œøå íà éããö-åã àåä óøâéèìåî éë åàøä 4.2 ìéâøú

äîâåã íéàéáî åðà 4.1 øåéàá .õò íùá àøœð íéìâòî øñåçî øéùœ óøâéèìåî .íéìâòî éìá äìà íä øúåéá íéèåùôä íéôøâä .íéöò ìù úåáåùç úåðåëú äîë àáä èôùîáå ,õòì

.õò àåä õò ìù øéùœ óøâéèìåî-úú ìë (à) 4.1 èôùî .óøâ àåä õò ìë (á) .éåìú ãåœãåœ ìéëî ,ãçà ãåœãåœ íò õòì èøô ,õò ìë (â) .åëúçé åéúåòåöœîù éìá éøåùéî èåèøùì ïúéð õò ìë (ã)

åìù óøâéèìåî-úú ìëá íâ ,íéìâòî ïéà G-á íà ,ïëì .G-á ìâòî àåä G õò ìù óøâéèìåî-úúá ìâòî ìë éë ,ïåëð (à) :äçëåä éë áì íéùð ,(â) úà øøáì éãë .2 êøåàî ìâòî íéøöåé íéìåôë úåòåöœî âåæå 1 êøåàî íéìâòî ïä úåàìåì éë ,ïåëð (á) .íéìâòî ïéà øúåéá äëåøàä äìéñîá ïðåáúðå x_1 åäùìë ãåœãåœá øçáð .àåäùìë õò G éäé ,K_1-ì õåçî .K_1 àåä ãçà ãåœãåœ íò ãéçéä õòä øúåé úåéäì äìåëé àéä ïéà ,éðù ãöî .ãçà úåçôì àéä x_n úåéëøò éë øåøá ,éæà .(x_1, e_1, x_2, e_2, ..., e_{n−1}, x_n) ,åá äìéçúîä (x_1, e_1, x_2, e_2, ..., e_{n−1}, x_n, e, x) úøçà éë x_1-î äðåùä) x øçà ãåœãåœì x_n úà øùåœä e óñåð òåöœî äéä íà éë ,ãçàî ρ(x_n) = 1 ,ïëì .åðúçðäì äøéúñá ,(x_1, e_1, x_2, e_2, ..., e_{n−1}, x_n, e, x) øúåé äëåøà äìéñî úìáœúî äúéä ,(! G-á ìâòî àåä

a b c d e f

g h i j

k l

m

õò :4.1 øåéà øñç àåä ,ãçà ãåœãåœ íò ãéçéä õòä ,K_1 :õòä éãåœãåœ øôñî ìò äéöœåãðéà ìò úññåáî (ã) úçëåä .éåìú ãåœãåœ àåä x_n-å .(â) éôì íééœù ,éåìú ãåœãåœ x éäéå íéãåœãåœ n ìòá õò G éäé .úåòåöœî éëåúéç éìá øåùîá åèèøùì ïúð éàãååáå ,úåòåöœî ïúéð äéöœåãðéàáå õò àåä G^′ ,(à) éôì .G^′ åì àøœðù G ìù øéùœ óøâ-úú ìáœð ,G-î åúåà ìéëîù òåöœîä úàå x úà øéñð íà .íéëåúéçì íåøâì éìá äæ èåèøùì óéñåäì ïúð íéøúåðä òåöœîäå ãåœãåœä úàù øåøá .úåòåöœî éëåúéç éìá øåùéîá åèèøùì

?œåéãá íééåìú íéãåœãœ éðù ?œåéãá ãçà éåìú ãåœãåœ ìòá õò úåðáì åìëåú íàä 4.3 ìéâøú

.úåçô åà íéãåœãåœ äùéîç éìòá íéöòä ìë úà åðá 4.4 ìéâøú

:àáä èôùîá äðåúð íäî úçà .õò ïééôàì íéëøã äîë ùé

.|V | − |E| = 1 íà œøå íà õò àåä G ,éæà .øéùœ óøâéèìåî G = (V, E) éäé 4.2 èôùî

G-î øåöéì ïúð ,íãåœ åîë .|V | − |E| úà áùçðå õò àåä G éë çéðð ,úéùàø .íéðååë éðù ìù íúåðåëð úà úåàøäì ùé :äçëåä |E^′| = |E| − 1-å |V^′| = |V | − 1-ù øçàî .åúåà ìéëîä òåöœîäå éåìú ãåœãåœ úøñä éãé ìò G^′ = (V^′, E^′) øúåé ïèœ õò øùôà .äøñää êéìäúá äðúùî àì úåòåöœîä øôñîå íéãåœãåœä øôñî ïéá ùøôää ,øîåìë ,|V^′| − |E^′| = |V | − |E| éë òáåð ,|E| = 0-å |V | = 1 äæ õòá .K_1 øîåìë – íééåìú íéãåœãåœ àìì õò ìáœúéù ãò ,äàìä ïëå ,ìáœúäù õòä íò êéìäúá êéùîäì .|V | − |E| = 1 éøåœîä õòá íâ ,ïëì .|V | − |E| = 1 øîåìë ìë íà ,úøçà ,éë .íééðùî äðèœä úåéëøò ìòá ãåœãåœ çøëäá ùé |E| < |V | åáù óøâéèìåîì éë íãåœ øéòð ,êåôää ïååëá àåä G = (V, E) éë ïëì çéðð .ïåúðì äøéúñá |V | ≤ |E| åà 2|V | ≤ Σ_{x∈V} ρ(x) = 2|E| ìáœð 2 ≤ ρ(x) íééœî x ãåœãåœ øçàî .íééðùî äðèœ úåéëøòî ãåœãåœ G-ì ùé äøòää éôìå |E| = |V | − 1 ,éæà .|V | − |E| = 1 íééœîä øéùœ óøâéèìåî åðøàúù äæì ääæ êéìäú úøæòá íééñð .éåìú ãåœãåœ G-ì ùé ,(G = K_1 ïë íà àìà) íéããåáî íéãåœãåœ úòðåî úåøéùœäù úà áåù íééœîä G^′ = (V^′E^′) øúåé ïèœ øéùœ óøâéèìåî ìáœð åúåà ìéëîù òåöœîäå ããåáîä ãåœãåœä úà øéñð íà :íãåœ .G^′-á íâ øàùé G-á ìâòî ìë ïëìå G-á ìâòîî œìç úåéäì ìåëé åðéà åðøñäù òåöœîä éë áì íéùð .|V^′| − |E^′| = 1 éàðúä .õò åðééäã ,íéìâòî øñç àåä éøåœîä óøâéèìåîä íâ ,íéìâòî øñç àåä K_1-ù øçàî .K_1 ìáœúééù ãò êéìäúä ìò øåæçð

.K_1 ìáœúéù êë 4.1 øåéàáù õòä ïî äæ øçà äæá íãéøåäì ùéù íéãåœãåœ ìù äøãñ åîùø 4.5 ìéâøú

5 œøô

úåéøåùéî úåôî a

b c d e

f g

h i

1 2

3

7

6

5

4

8 9

A

B

C D E

H

úéøåùéî äôî :5.1 øåéà

áåùç ùåîéù íééøåùéî íéôøâì .åäðùî úà êåúçé ãçà òåöœîù éìá øåùéîá åèèøùì ïúéðù óøâéèìåîì àøœð éøåùéî óøâ íùá òåöœî éãé ìò íéãåœãåœ éðù øåùœðå ãåœãåœ øçáð ììç ìëáù êë éãé ìò ìáœúîä ,éøåùéî óøâ íéàúî äôöø úéðëú ìëì :ïåðëúá .úéðëúá íéììçä éðù ïéá äøéùé äùéâ ùé íà úöåáœå V = {a, b, c, d, e, f, g, h, i} íéãåœãåœä úöåáœ íò ,G = (V, E) éøåùéî óøâ íù òéôåî .5.1 øåéàá úòë ïðåáúð úìáœúî øåùéîá óøâä èåèøù úåáœòá .(úéåúá íéðîåñî úåòåöœîä ìë àì) E = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, ...} úåòåöœîä úåàôä úöåáœå (faces) úåàô íéàøœð äìà íéîöò .óøâä éãé ìò åðîî åëúçðù øåùéîä éœìç úöåáœ - úôñåð íéîöò úöåáœ íéãåœãåœ úøùøù àéäù ,äìù äôùä éãé-ìò éèîúî ïôåàá úøãâåî äàô ìë .F = {A, B, C, D, E, H} äîâåãì ,F -á úðîåñî åà ,(d, c, h, g, i, d) åéãåœãåœù ìâòîä äúôùù øåéöá B äàôä ìù äøœîá åîë ,ìâòî àéä äàô úôù íéáø íéøœîá .úåòåöœîå ,íééîòô íéøæåç äàôä úôùá íéîéåñî úåòåöœî ,íéúòì .(f, 1, a, 2, b, 7, h, 8, i, 9, f) ìâòîä äúôùù ,H úéðåöéçä äàôä !äøãñá íééîòô øæåç 6 òåöœîä – (f, 1, a, 2, n, 3, b, 4, d, 5, f, 6, e, 6, f) äúôùù A äàôä ìùîì åîë úåàô éúù úôùì êéù E-á òåöœî ìëù êë ,øéùœ óøâéèìåî àåä (V, E) øùàë ,(V, E, F ) úåöåáœ ìù äùìù äéäú M äôî .F éøáàì úåîéàúî åéúåàôù (V, E) ìù éøåùéî èåèøù ùéù êëå ,(íééîòô äàôä äúåàì åà) F -á úà íéøöåéù úåòåöœîä øôñîë äàô ìù úåéëøòä úà øéãâð ,ìùîì .úåìéáœî úåðåëú äîë óøâ éãïœãåœìå äôîä úåàôì ùé ,ρ^∗(H) = 5 ,äîâåãáù êë ,ρ^∗(f)-á ïîåñú f äàô úåéëøò .íééîòô åøôñé íééîòô äôùá íéôúúùîä úåòåöœî øùàë ,äúôù :èôùîä úà ìáœî åæ äøãâäá .ρ^∗(A) = 7 ,ρ^∗(D) = 3

M = (V, E, F ) äôî ìëá 5.1 èôùî Σ_{f ∈F} ρ^∗(f) = 2|E| úàøœð ρ úåéëøò äúåà éìòá äéãåœãåœ ìëù äôî .éøìåâø àøœð ρ úåéëøò äúåà éìòá åéãåœãåœ ìëù óøâéèìåî éë øáë åðéàø àéä íà íúñ úéøìåâø úàøœð äôî .úåàôá úéøìåâø úàøœð ρ^∗ úåéëøò äúåà úåìòá äéúåàô ìëù äôîå ,íéãåœãåœá úéøìåâø ρ^∗ = 4 íò) úåéøìåâø ïä K_4 óøâìå äéáåœì úåîéàúîä úåôîä ,(9 ãåîò) 3.1 øåéàá êùîì êë .ãçàë íéãåœãåœáå úåàôá úéøìåâø ,úåáåøœ íéúòì íéàøœð íäù éôë ,åà ,íéììëåùîä íéðåàôì úåîéàúî äìà úåôî .(ρ = 3-ì óñåðá ïáåîë ,äîàúäá ρ^∗ = 3-å úåàååùîä úà úîééœî åæë äôî ìë .íééðåèìôàä íéôåâä ρ|V | = 2|E| = ρ^∗|F | .êùîäá íäéìà øåæçð

6 œøô

øìéåà úçñåð

,äãéçé äàô åæ äôîá ùé íéìâòî øñç àåäù øçàîå ,äôî øéãâî àåä øéùœ àåäù øçàî .éøåùéî óøâ àåä õò ìë åðéàø øáëù éôë (.ρ^∗ = 2|E| àéä äúåéëøò øîåìë ,õòä úåòåöœîî ãçà ìë íééîòô óúúùî äúôùáå úéðåöéçä äàôä àéä åæ) .|F | = 1 øîåìë äôîì ñçéúð íà ,ìáà .íéöò íðéàù íéôøâì äðåëð äðéà ïáåîë åæ äçñåð .|V | − |E| = 1 äçñåðä úà íééœî õò ìë éë íâ åðéàø éàœéèîúîä íù ìò ,øìéåà úçñåð úàøœðå ,úåôîä ìëì úîééœúî åæ äçñåð .|V | − |E| + |F | = 2 äçñåðä úà ìáœð ,õòä ìù .(Leonhard Euler, 1707-83) øìéåà ãøðåàì éøöéååùä

.|V | − |E| + |F | = 2 éæà ,äôî àéä M = (V, E, F ) íà 6.1 èôùî

,ìâòîä ìù åäùìë òåöœî e éäé .ìâòî ìéëî (V, E) ,õò åðéà íà .úîééœúî äçñåðä ,õò (V, E) íà éë åðéàø :äçëåä ìáœðù ãò úåòåöœî øéñäì ìëåð .úåçô úçà äàôå úåçô ãçà òåöœî íò ,éøåùéî áåù äéäé ìáœúäù óøâä .óøâä ïî e úà øéñðå íâ óñååúú ,óñååúéù òåöœî ìë íò .äæ øçà äæá úåòåöœîä úà äúò øéæçð .äæ õò øåáò úîééœúî äçñåðä .õò àåäù óøâ-úú .íééðù øàùé |V | − |E| + |F | ïëì ,äàô ,áì íéùð äçñåðì ïåùàø ùåîéùë .äîåöò úåáéùç úìòá àéä ,äçëåäì äèåùôå çåñéðì äèåùô àéä øìéåà úçñåðù úåøîì ùåîéù .|E| − |V | + 2 åðééäã ,äååù úåàô øôñî úåìòá ïä G-î úåìáœúîä úåôîä ìë éæà ,éøåùéî óøâ G = (V, E) íà éë .íééøåùéî íðéà K_{3,3}-å K_5 íéôøâä éë äøöœ äçëåä äéäé éðù .|E| = 10 òáåð ρ = 4 êåúîå |V | = 5 éæà .M = (V, E, F ) äôî ìáœìå øåùéîá K_5 = (V, E) úà èèøùì ïúð éë çéðð .úåçôì ùåìù êøåàî àåä åá ìâòî ìë ,íéìåôë úåòåöœîå úåàìåì øñåçî àåä K_5-ù øçàî .|F | = |E| − |V | + 2 = 7 ïàëî ,3 ≤ ρ^∗(f) ,f äàô ìëì ,ïëì 21 = 3 × 7 ≤ Σ_{f ∈F} ρ^∗(f) = 2|E| = 20.

.úéòèåî äçðää øîåìë ,äøéúñì äàéáä éøåùéî K_5-ù äçðää øîåìë ,20-î äååù åà ïèœ åððéà 21 ìáà äôî ìáœìå øåùéîá åúåà èèøùì íéìåëé åðééä åì ,ïëì .|E| = 9 íâ ρ = 3 êåúîå |V | = 6 åðì ùé ,K_{3,3} ìù äøœîá ,éããö åã óøâá) 3 êøåàî íéìâòî åà íéìåôë úåòåöœî ,úåàìåì ïéà K_{3,3}-ì ìáà .|F | = 5 úîééœî M äúéä M = (V, E, F ) ,4 ≤ ρ^∗(f) ,f äàô ìëì ,ïëì ,(éâåæ êøåàî íä íéìâòîä ìë

20 = 4 × 5 ≤ Σ_{f ∈F} ρ^∗(f) = 2|E| = 18.

.äøéúñ áåùå æà ,úéøìåâø äôî àéä M = (V, E, F ) íà .úåéøìåâøä úåôîä ìë úà àåöîì ïúð ãöéë äàøð øìéåà èôùîì óñåð ùåîéùë úåàåùîä úåîéœúî éæà .ρ^∗ úåéëøò úìòá äéúåàôî úçà ìëå ρ úåéëøò ìòá àåä äéãåœãåœî ãçà ìë ρ|V | = 2|E| = ρ^∗|F | :øìéåà úçñåðá áéöðå |F | = 2|E|/ρ^∗-å |V | = 2|E|/ρ úà ïàëî õìçð 2 = |V | − |E| + |F | = 2|E|/ρ − |E| + 2|E|/ρ^∗ = |E|(2/ρ − 1 + 2/ρ^∗) åà |E| = 2/(2/ρ − 1 + 2/ρ^∗) = 2ρρ^∗/[4 − (ρ − 2)(ρ^∗ − 2)] úåéðåèìôàä úåôîä ùîç :6.1 øåéà

íà .(ρ − 2)(ρ^∗ − 2) < 4 ïåéååùä-éà íééœúäì êéøö éë øåøá .éáåéç íìù |E| åøéãâé ρ^∗-å ρ íéøôñî åìéà œåãáð íà .åäùìë éáåéç íìù øôñî ρ-å ρ^∗ = 2 åà ,åäùìë éáåéç íìù øôñî ρ^∗-å ρ = 2 åà æà ,(ρ − 2)(ρ^∗ − 2) = 0 íà .ρ^∗ = 3-å ρ = 4 åà ρ^∗ = 4-å ρ = 3 æà ,(ρ − 2)(ρ^∗ − 2) = 2 íà .ρ = ρ^∗ = 3 æà ,(ρ − 2)(ρ^∗ − 2) = 1 |V | úà íâ áùçðå |E|-ì äçñåðá úåéåøùôàä ìë úà áéöð .ρ^∗ = 3-å ρ = 5 åà ρ^∗ = 5-å ρ = 3 æà ,(ρ − 2)(ρ^∗ − 2) = 3 :äàáä äìáèä úà ìáœð .|F |-å ρ ρ^∗ |E| |V | |F | 2 n n n 2 m 2 m 2 m 3 3 6 4 4 3 4 12 8 6 4 3 12 6 8 3 5 30 20 12 5 3 30 12 20

úùîçì úåîéàúî úåðåøçàä úåôîä ùîç .íéìåôë úåòåöœî m-ì äéðùäå n êøåàá ìâòîì äîéàúî äìáèá äðåùàøä äôîä úåéðåèìôàä úåôîä ïä äìà .ïåîéøùòå ïåøñéøú ,ïåéðîú ,äéáåœ ,ïåòáøà :íäéúåàô øôñî éôì íéøãåñî ,íééðåèìôàä íéôåâä .ïéîéì ìàîùî úåøãåñî ,6.1 øåéàáù

7 œøô

éðèéåå èôùîå éœñáåèøåœ èôùî

íàä ,øîåìë ,úåòåöœî éëåúéç éìá øåùéîá åúåà èèøùì ïúð íà òåáœì íéðééðåòî åðà ,G = (V, E) óøâéèìåî ïåúð øùàë åîë ïèœ íéãåœãåœ øôñî éìòá íéôøâ øåáò åìéôà ,úéìéìù úåéäì äìåëé äáåùúä éë øáë åðéàø ? M = (V, E, F ) äôî úîééœ G-ù úçà äôîî øúåé ùé íàä :úôñåð äìàùì ìéáåî äæ ,úéáåéç äáåùúä íà ,ìáà .íéãåœãåœ (K_{3,3}) äùéù åà (K_5) äùéîç èåèøùì ïúéð åðéà úéðåèœèéëøà äéòáì íéàúîä óøâä íà :äøåèœèéëøàá äáø úåáéùç úåìàùä éúùì ?äìù óøâéèìåîä àåä ìáœì íâ ìëåð ,úåðåù úåôî íéàúäì ìëåð úçà äéòáì íà ,ïëåîë .ìùîì ,íéøåãæåøô úôñåä éìá äúåà øåúôì øùôà éà ,øåùéîá óøâéèìåî íà äèìçäì úåèéù äàøð äæ œøôá .(àãéøâ úååò éãé ìò äæî äæ äìáœì íéðúð íðéàù ,øîåìë) úéúåäî íéðåù úåðåøúô ,íéôøâä úøåúá íéœåîò íéèôùî éðù ìò úåññåáî úåèéùä .éøåùéî óøâéèìåîì úåîéàúîä úåôîä ìë úéðáìå éøåùéî àåä ïåúð :íéôøâì äæ œøôá åðîöò úà ìéáâð åðà ,úåèùô íùì .íéôñåð íéâùåî çåúéô êéøöî íäìù çåñðä œø .ïàë íçéëåäì ìëåð àìù éøçà .ããåá òåöœîì úååöœ éôúåùî íéìåôë úåòåöœî úöåáœ ìë úëéôäå úåàìåìä úœéçî éãé ìò óøâ ìáœì ïúð óøâéèìåî ìëî .íéìåôëä úåòåöœîä úàå úåàìåìä úà óéñåäì ãéîú ïúéð ,óøâä éáâì äéòáä ïåøúô (óøâä éœìç éðù ïéá "øùâ" åðéà e) óøâä úåøéùœá úòâåô àì e úøñä íà .àåäùìë òåöœî e-å äôî M = (V, E, F ) éäú ãåœãåœ e äöœá úàæ úîåòì íà .ïáåîë úéøåùéî ïééãò êà ,úåçô úçà äàôå úåçô ãçà òåöœî íò ,äùãç äôî ìáœúú éæà êåëé G óøâ ìù øéùœ óøâ-úú ìëù øçàî .úåçô ãçà ãåœãåœå úåçô ãçà òåöœî íò ,äùãç äôî åðúé x-å e ìù íúøñä ,x éåìú :ìáœð ,äìà úåøåöî úçàá ìáœúäì

G íâ ,éøåùéî åððéà G óøâ ìù øéùœ óøâ-úú íà ,ïéôåìéçì .éøåùéî àåä éøåùéî óøâ ìù øéùœ óøâ-úú ìë 7.1 èôùî .éøåùéî åðéà

m-å n íà éøåùéî åððéà K_{n,m}-å (åìù óøâ-úú àåä K_5 éë) 5 úåçôì àåä n íà éøåùéî åðéà K_n éë òáåð ,êëî äðœñîë åäùìë m-ì K_{2,m}-å K_{1,m} íâ êëå ,íééøåùéî íä K_4 ,K_3 ,K_2 ,K_1 éë áì åîéù . (åìù óøâ-úú àåä K_{3,3} éë) 3 úåçôì íäéðù .(7 ãåîò ,2.3-å 2.2 íéøåéà)

.éøåùéî àåä ,K_5 àéöåäì ,úåçô åà íéãåœãåœ äùéîç ìòá óøâ ìëù åàøä 7.1 ìéâøú

åîë ,äæì äæ åéúååöœ úœáãäå åúøñä éãé ìò òåöœéî íéöååëî åðà :õååéëä àéä äôîá úåòåöœîä øôñî úðèœäì úôñåð êøã úåçô ãçà òåöœî åéäé äùãçä äôîì ,äàìåì åððéà e íà .x-ì åëôä x_2-å x_1 íéãåœãœäå e òåöœîä úà åðøñä åá ,7.1 øåéàá ïúé éøåùéî óøâá òåöœî õååéë ,äøœî ìëá .úåçô úçà äàôå úåçô ãçà òåöœî äì åéäé ,äàìåì àåä íà .úåçô ãçà ãåœãåœå :ìáœð ïàëî .äæ øçà äæá úåòåöœî éöååéë úøãñ éãé ìò G-î ìáœúîä óøâ ìë äéäé G óøâ ìù õååéë ,úéììë .éøåùéî óøâ áåù

.éøåùéî åððéà G íâ ,éøåùéî åððéà G óøâ ìù õååéë íà ,ïéôåìéçì .éøåùéî àåä éøåùéî óøâ ìù õååéë ìë 7.2 èôùî

e x_1 x_2 x

äôîá òåöœî ìù õååéë :7.1 øåéà íééøåùéî-àì íéôøâ :7.2 øåéà

b c

a œåúéð úåöåáœ :7.3 øåéà

úåòåöœîä äùîç õååéë éãé ìò K_5 úà åðîî ìáœì ïúð éë ,éøåùéî åðéà (9 ãåîò) 3.1 øåéàáù ïñøèô óøâ éë òáåð ,êëî äðœñîë .éîéðôä éáëåëä ùîåçîä éãåœãåœì éðåöéçä ùîåçîä éãåœãåœ úà íéøùåœä ,òéúôîù äî .íééøåùéî íðéà íéøçà íéôøâ äîë éë çéëåäì úàæá åðùîúùäå ,íééøåùéî íðéà K_{3,3}-å K_5 éë íãåœ åðçëåä ïáåîá ,åëåúá ìéëäì áééç éøåùéî àì óøâ ìë éë (Kuratowski) éœñáåèøåœ éðìåôä éàœéèîúîä ìù (1930-á) åúéìâú àéä ,éìåà .éœñáåèøåœ ìù íéôøâä æàî ïë-ìò íéàøœðù ,K_{3,3} åà K_5 úà ,íééåñî

.óøâ-úúë K_{3,3} åà K_5 úà åëåúá ìéëîä õååéë åì ïéà íà œøå íà éøåùéî àåä G óøâ (äðåùàø äñøâ ,éœñáåèøåœ) 7.3 èôùî

ìù úåéëøòä íåëñ åðééäã ,ääåáâ úåéëøò éìòá íéãåœãåœ íéøöåé íäù øçàî ,G ìù íéììë íéöååéëá ìëúñäì äùœ ,íéúòì úååöœî ãçàù äøœîá éë øåøá .(ρ(x) = ρ(x_1) + ρ(x_2) − 2 = 3 + 4 − 2 = 6 ,7.1 øåéàá) 2 úåçô åœáãåäù íéãåœãåœä éðù úœáãäå éëøò-åã ãåœãåœ ìù äøñäë äæ ãçåéî õååë ìò ìëúñäì øùôàå ,úåéëøòá éåðù ïéà ,2 àéä åúåéëøò õååëù òèœä úøãñ éãé ìò G-î ìáœúîä óøâ ìë G óøâ ìù íåöîéöå ,ãåœãåœ ìù íåöîéö äæ ãçåéî õååéëì àøœð .åá íéùâôðä úåòåöœîä :øúåé úéùåîéù íéúéòì àéä éœñáåèøåœ èôùî ìù äàáä äñøâä .äæ øçà äæá íéãåœãåœ éîåöîéö

.íåöîéöë K_{3,3} åà K_5 úà åëåúá ìéëîä óøâ-úú åì ïéà íà œøå íà éøåùéî àåä G óøâ (äéðù äñøâ ,éœñáåèøåœ) 7.4 èôùî

ìë íåöîöå ,åá íéùâôðä úåòåöœîä ìëå íéãåœãåœä ãçà úœéçî éãé-ìò éøåùéî åðéà ïñøèô óøâ éë åàøä 7.2 ìéâøú .K_{3,3} úìáœì óøâä-úúá íééëøò-åãä íéãåœãåœä

èôùî ìù äðåùàøä äñøâá ùîúùäì íâ åñð .íééøåùéî íðéà 7.2 øåéàáù íéôøâä éðù éë ,äîåã äèéùá ,åàøä 7.3 ìéâøú .éœñáåèøåœ

.úåøéùœä âùåîá øúåé úèøåôî äøåöá äúò ïåãð .äæ œøôá éðùä áåùçä èôùîì òœøì äúò øåáòð íâ øéãâäì ïúéð .äìéñî éãé ìò øåáçì íéðúéð åá íéãœãœ éðù ìë íà øéùœ àåä óøâéèìåî éë (11 ãåîò) 4 œøôá åðéàø ,øéùœ àìì åëôäú óøâä ïî äúøñäù S íéãåœãåœ úöåáœì àøœð (cutset) œåúéð úöåáœ íùá .óøâä ìù úåøéùœä úâøã úà úåöåáœ ïä {b, c}-å {a} ,7.3 øåéàá .S úà úùâåô íúåà úøáçîä äìéñî ìëù ,óøâá íéãåœãåœ ìù ãçà âåæ úåçôì ùé ,øîåìë íéãåœãåœ n úåçôì G-î ãéøåäì ùé ,øîåìë ,|S| ≥ n úîééœî S œåúéð úöåáœ ìë íà ,øéùœ-n àøœð G óøâéèìåî .œåúéð äùìù úåçôì åðîî øéñäì ùéù øçàî ,øéùœ-úìú àåä éìàîùä óøâä ,7.3 øåéàá .øéùœ àìì åëôäì éãë (íäéúåòåöœîå) :(Whitney) éðèéåå èôùî úà äúò çñðð .øéùœ àìì åëôäì éãë íéãåœãåœ

.úçà äôî œø åì äîéàúî ,øîåìë ,úåàôä úöåáœì úçà úåøùôà œø ùé øéùœ-úìú éøåùéî óøâì (éðèéåå) 7.5 èôùî

èèøùì øùôàù ïëúé ,œåéã øúéì .íéøéùœ-úìú íðéàù íéôøâì íéðåù íééøåùéî íéèåèøù úéðáì äèéù øéãâî äæ èôùî ñçéúð íà .éåðéù àìì óøâä øàù úøàùä êåú íééðù åà ãçà ãåœãåœ úá œåúéð úöåáœ éãé ìò øåùœä óøâäî œìç ùãçî éë œåãáì ìœ .óøâä øàùì õåçî àöîéù êë ,a ãåœãåœì øåùœä ,éîéðôä åœìç úà ùãçî èèøùì øùôà ,7.3 øåéàá éðîéä óøâì íëôäé èåèøùá éåðéùä éøä ,ãçà òùåúîå (úéðåöéçä äàôä) ãçà äùåùî ùé ,íéùìåùîä úùåìùì óñåð ,úéøåœîä äôîáù ãåòá !íãåœ åéä àìù – ùîåçîå (éðåöéç) øùåòîì íéèåèøù éðù ìáœìå ,óøâä øàùì y-å x íéãåœãåœä éãé ìò øåùœä óøâä œìç úà ,7.4 øåéàá åîë ,êåôäì ïúéð äîåã äèéùð .(!òåãî åœãá) úåøçà úåôîì íéîéàúîä ,éøåùéî óøâ åúåà ìù íéðåù óøâá ïéà íàù ïàëîå – óøâ åúåàì úåðåù úåôî úééðáì äãéçéä äùòîì àéä åæ äèéù éë äùòîì åðúåà ãîìî éðèéåå èôùî !úåøçà úåàô úøéöé êåú ,øîåìë ,úøçà äøåöá øåùéîá åèèøùì úåøùôà ïéà – íééðù åà ãçà ãåœãåœ úåðá œåúéð úåöåáœ .éøùôà åðéà øáãäù äçëåäì åà øåùéîá óøâ èåèøùì êéìäú øåàúì äæ ïåéàøá ùîúùð úà äúò èèøùð .’åëå ,3 ,2 ,1 íéøôñîá úåòåöœîä úà ïîñð .øåùéîá íéãåœãåœä ìë úà èèøùð .óøâ G = (V, E) éäé øùôà éà òåöœîì òéâð íà åà ,åúåîìùá óøâä úà èèøùð íà œñôé êéìäúä .’åëå ,2 åéøçà ,1-î ìçä ,ãçà ãçà úåòåöœîä íéðôåàä ìëá åèèøùì ,äìòîì äøàåúù äèéùá ,äñððå äë ãò èèøåùù óøâä-úú úà çœð ,äæ äøœîá .íéëåúéç éìá åèèøùì øùôà éà ,ìùîì ,7.4 øåéàá éìàîùä óøâá .óñåðä òåöœîä úøáòä úà øùôàéù ùãçî èåèøù àåöîì äååœúá ,íééøùôàä ùãçî åèåèøùá äæë òåöœî øéáòäì øùôà ìáà – íéîééœ úåòåöœî êåúçì éìá v-å u íéãåœãåœä úà øáçéù òåöœî øéáòäì .éøåùéî åðéà éøåœîä óøâä ,òåöœîä úà øéáòäì øùôà éà ,úåéåøùôàä ìë éåöéî éøçà ,íà !ïéîéî

:K_{3,3}-å K_5 íéôøâì åðøàúù êéìäúä úà íàúä 7.4 ìéâøú .íééøåùéî íä K_{3,3} åà K_5-î ãçà òåöœî úœéçî éãé ìò íéìáœúîä íéôøâäù äàøä (à) .ãéçé éøåùéî èåèøù éìòá íä (à)-á åðáðù íéôøâäî ãçà ìëù äàøä (á) .íééøåùéî íðéà K_{3,3}-å K_5-ù äàøä (â)

x y

x y

u u v v

úåðåù úåôî – íéååù íéôøâ :7.4 øåéà